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KALAN OMUR PARADOKSU VE UYGULAMALARI
1. KALAN OMUR ve PARADOKSLARI

“ {X,},n=12, .. dizisi bagimsiz ayn1 dagilima sahip pozitif

degerli rasgele degisken dizisi olsun.
% Bu rasgele degiskenlerin dagilimimi F(t) ile gosterelim. Yani

F(t) = P{X < t} olsun.

T, dizisine yenileme dizisi denir.
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N(t) =min{n = 1:T, > t},t =0 (1)

% N(t) siirecine literatiirde yenileme siireci denir (Feller

anlaminda).
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W) =Tye —t (2)

“ W(t) siirecine {X,} rasgele degiskenler dizisinin olusturdugu
yenileme stirecinin kalan omriu veya kisaca kalan omiir (residual
waiting time) denir.

“ Bu W(t)’ nin dagilimmni H(t,x) ile gosterelim. Baska bir
deyisle

H(t,x) = Fyy(x) = PIW(@) <x}  (3)
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olsun.

% H(t,x) dagilim fonksiyonu asagidaki gibi gosterilebilir:

t

Fyy(x) = H(t, x) = jo |F(t —s+x)—F(t —s)|U{ds} (4)

% Burada U(t) ile N(t) yenileme siirecinin beklenen degeri

gosterilmistir. Yani,
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% U(t) fonksiyonuna literatiirde yenileme fonksiyonu denir.

“* (4) formiiliinden kalan 6mriin olasilik yogunluk fonksiyonunu

asagidaki gib1 elde edebiliriz:

fw ey (%) =f(t+x)+j ft+x—3s)U (s)ds ()
0
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Ornek 1: X, € Ustel (1) ise, her t >0 icin (*) esitliginden

asagidaki sonug elde edilir:

fwe(x) = 2e™ = f(x).
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Ornek 2:X,, € Erlang (2; A) olsun. Bu takdirde,

As 3 1
f(x) = Vxe™ x>0; U(s) = 7_|_Z_|_Ze—2/1s

olur.

¢ Bunlan (*) esitliginde goz onilinde bulundurursak,

A A
fW(t)(x) — E (1+ ﬂx)e_’lx +- E(Ax — 1)e—Axe—ZAt

|
y — —Ax
= lim fiy ) (x) = : (1+ Ax)e
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¢ Genel durumda (*) formiiliinden yararlanmak cok da kolay

degildir. Bu nedenle t — oo iken kalan Omriin dagilimin

fonksiyonunun limit sekli bulunmustur.

¢ Smith’ in Anahtar Yenileme Teoremine gore,

1

lim Fy ) (x) = lim H(¢t, x) = m—fx(l — F(S))ds (6)

olur. Burada m; = E(X;)’ dir.
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% (6) formiiliindeki limit dagilimini, notasyon kisalig1 i¢in my(x)

ile gosterelim:

1 X
To(x) = — f (1 - F(s))ds (7)
my 0
% 1o (x) dagilhmina kalan omriin limit dagilimi denir.
¢ (7) formiiliinden olasilik teorisinin en meshur paradokslarindan

birisi (“kalan 6mir paradoksu (residual waiting time’ s paradox)”)

elde edilir.
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Ornek 1: X; € Ustel (1) olsun. Bu durumda m; = 1/2;
F(s) =1—exp(—As),s = 0 olur. Bu ifadeleri (7) formiiliinde

yerine koyarsak asagidaki sonuc elde edilir:

X

mo(x) =4 j exp(—As)ds =1 —exp(—Ax) = F(x). (8)
0
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Yorum:(8) formiiliiniin anlam1 sudur:

> X, °‘ler Ustel dagilima sahip olduklarinda kalan Omriin
(W (t)) dagilimu ile tiim araligin dagilim birbirine esit olur.

»  Bu ise sezgilerimize ters diisen bir sonugtur.

» Ciinkit W(t), Xy araligmmm bir pargasidir ve Oklid
geometrisi acisindan E (W(t)) <E (XN(t)) olmasi gerekirdi.

Halbuki bu durumda E(W (t)) = 1/42 = E(Xy(y)’ dir.

AYBU / ENDUSTRI MUHENDISLIGI BOLUMU _
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Not 1: L(t) =t — Tyq)—1 Olsun. L(t)’ ye gecen zaman denir

(Feller). Gegen (L(t)) ve kalan (W(t)) zamanlarmin ortak

dagilimi ¢ — oo iken asagidaki limit dagilimina yakinsar:

_ 1 (®
Frowe@sy) =PULE) 2 x5 W(t) 2y} — -~ f (1= F(s))ds.
xX+y

Fin() = PIL@O) 2 x} — — [7(1 = F(s))ds

_ 1 (®
Fro®) = PO 23} = | (1= F(©)ds
y
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1 (Y
P{Ww(() <y}— f (1 — F(s))ds.
t—o0 m1 0
¢ Goriildugi tizere, L(t) ve W (t) aym1 dagilima sahip iki rasgele

degiskendir.
< Ogzellikle, X; € Ustel (1) oldugunda L(t) € Ustel (1) ve

W (t) € Ustel (1) olur.
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<+ Dolayisiyla, ayn1 bir Ustel dagilima sahip araligin icine 2 tane

ayn1 parametreli Ustel dagilima sahip aralig1 yerlestirmis oluyoruz.

Bu ise bir paradokstur.
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Not 2: L(t) ve W(t) rasgele degiskenleri Ustel dagilim disinda

hemen hemen her zaman birbirine bagimlidirlar. Bunu 2 ornekle
gosterelim:

Ornek 1: X,, € Ustel (1) olsun.

= F(s) =P{X, <s}=1—-e* vem; = E(X;) = 1/2 oluyor.
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X Baska bir deyisle, FL(t);W(t) (X; y) = FL(t) (x)FW(t) (y) oluyor.
< Yani, X,, € Ustel (1) olduklarinda gecen omiir (L (t)) Ile kalan

émiir (W (£)) birbirinden bagimsiz oluyor.
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Ornek 2: X,, € Erlang (2; 1) olsun.
>F(s)=1+ 1+ 2As)e ™ ve my=E(Xy) =2/ olur.

1 [ A
= — (1—F(s))ds = [1+—(x+y)]e"1(x+y)
my x+y 2

olur.

Diger taraftan,

I I Ax
FioG) ~ oo j (1 - F©)ds = (1+25) e

_ 1~ Ay
FW(t)(y) ~ m—lf (1 — F(S))dS — (1 + 7) e_’ly;
y
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= A
= Fliowo s y) = [1 T > (x + y)] e Ax+y)

2

_ _ A
= Fr iy Fw ) (y) — —xye

—A(x+y).
4 )

= Friowe 6 y) # Fue () Fy @ ()

oldugu goriilmektedir.
< Ogzetle, eger X,, € Erlang(2; 1) ise bu takdirde, L(t) ve W (¢t)

birbirinden bagimli olduklarini gézlemliyoruz.
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GECEN OMRUN MOMENTLERI UZERINE

“ Smith (1959) ve Rogozin (1964) calismasinda kalan 6mriin

momentler1 1¢in asagidaki sonucu elde etmistir.

EW™) = lim EW™(6)) = — 22— (9)

(n+ 1)my

Burada m, = E(X{*),n = 1,2,...° dir.
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¢ Rogozin’ in bu formiiliinden yararlanarak bir¢ok ilgin¢ sonuca
ulasmak miimkiindiir.

** Bu sonuclarin bazilarn “Kalan Omiir paradoksu” nu da
desteklemektedir. Bunlarin bazilarin1 asagidaki 6zel durumlar

biciminde verelim:
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Ozel Durum 1: X, €Gamma(a, 1) olsun. Yani, olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki sekilde verilsin:

a

fi () = Mo x®le=X. x a1 > 0:
_ I'(a +n)
m, = E(X{L) — /‘[nl_‘(a’) , N = 1,2,
[(a+n+1
E(Wny = ¢ ) -2

(n+ DI'(a + 1)A™°
Buradan asagidaki sonug elde ediliyor:

a+1
21

E(W) =
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Diger taraftan E(X;) = a/A’ dir.

“* Dolayisiyla,
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< Ogzetle, @ < 1 oldugunda Gamma dagilimmin kalan dmriiniin
ortalama uzunlugu X,, araliklarinin ortalama uzunluklarindan daha
biiyiiktiir. Bu bir paradokstur.

Ozel Durum 2: X;, (a, 1) parametreli Weibull dagilimina sahip
olsun. Bu durumda X; rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu:
Fy(x) =1—exp(Ax®*); x > 0; A,a > 0 olur.

EC) = my = LEra/a); EGD) =md = L2110

Aa Ao

AYBU / ENDUSTRI MUHENDISLIGI BOLUMU _
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m; m;

E(I/I/)=2 1=2 %m1=CFm1=CFE(X1)
m, al(2/a) 1
F ) % I‘Z(l/a) a lee F olur

Ozetle,E(W) = 3E(X) =Paradoks!!!




KALAN OMUR PARADOKSU VE UYGULAMALARI

2. YANSITAN BARIYERLI ODULLU YENILEME SURECI
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Teorem 2.1: Baslangi¢ rasgele degiskenler dizisi {(§,,n,)}, n =1

asagidaki kosullar saglasin:

) E(§1) < +oo, i)E(M7) < oo,

1N aritmetik olmayan rasgele degisken olsun.
“ Bu takdirde, X(t) siireci ergodiktir ve her Ol¢iilebilir sinirl
f(x)(f: [0, +o0) — R) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik, 1 olasilig1

ile dogrudur:
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T

1
Tll_)r?o = f(X(u))du
0

00)

j f(v)P,{t; > t; X(t) € dv}dtdm, (z)

”(\8

1 (00
TEmA) J

% Burada m(z) dagilm {(,}, n=1,2,... Markov zincirinin

ergodik dagilimidir. m
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* Teorem 2.1° den elde edilen 6nemli cikarimlardan birisi
asagidaki teorem seklinde 1fade edilebilir.

Teorem 2.2: Her x>0 i¢in X(t) silirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu Qy (x) asagidaki gibi yazilabilir:
E (U, (A - %))
E(U, (D)
% Burada, Qx(x)=Ilim_ P{X(t) <x} fonksiyonu X(t)

Qx(x) =1-—

stirecinin ergodik dagilim fonksiyonu; C rasgele degiskeni T, (z)

dagilimina sahip bir rasgele degiskendir.

AYBU / ENDUSTRI MUHENDISLIGI BOLUMU _
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<« U,(z) Ise {n,,n = 1,2, ... } rasgele degiskenler dizisinin iirettigi

yenileme fonksiyonu; E(M(AQ)) = [” M(Az)dm, (z)* dir. m

25 Qv = Jim P () <

Y (1) ET'

Ry(x) = (2/m;) { i 1—F (u) du}
Ik

olsun.
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Teorem 2.3: {&} ve {n,}, n=1,2,.. baslangic rasgele

degiskenler dizisi asagidaki kosullar1 saglasin:

) E(§1) <oo;  i)E(ng) > 0; li)EM?) < oo;

IV) N1, aritmetik olmayan bir rasgele degisken olsun.

% Bu takdirde, Y, (t) siireci ergodiktir ve onun ergodik dagilim
fonksiyonu (Qy(x)), A » o iken Ry(x) dagilim fonksiyonuna

zay1f yakinsar.
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* Yani her x > 0 icin

olur. m

Not 1: Ry(x) dagilimi {n,} rasgele degiskeninin olusturdugu
yenileme siirecinin “kalan omriiniin” limit dagilimina sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yeni bir yenileme siirecinin “kalan

omruntn” limit dagilimini ifade etmektedir.
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Not 2: n,” ler B >0 parametreli Ustel dagilima sahip

olduklarinda Ry(x) limit dagilimi da [ parametreli tistel dagilima

doniisiir, yani

[ Ry(x) =1—ePx, x>0 J

olur.

Not 3: n,’ ler ikinct mertebeden 3 parametreli Erlang dagilimina

sahip olduklarinda Ry(x) limit dagiliminin asikar sekli asagidaki

gibidir: g S
Rix)=1- (1 + %) e PX x>0.
\ y,
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3. NORMAL MUDAHALELI
ODULLU YENILEME SURECI




X(t)/ave Qy(y) = lim,_, P{Y,(t) < y}olsun.

Y, (6)
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Teorem 3.1.(Zayif Yakinsama Teoremi) a — o iken, 6/a — 0

kosulu altinda Y, (t) siirecinin dagilim fonksiyonu (Qy (y)), 10,1]

araliginda Diizgiin dagilim fonksiyonuna zayif yakinsar, yani her

y € (0,1) icin a — oo iken, Qy(y) — y olur.
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Not: a — oo iken g/a — 0 saglandiginda, Qy(y) — y olduguna

gore, Qy(x)~x/a oldugu ortaya c¢ikar. Buradan asagidaki sonuca
ulasilir.

Teorem 3.2: Teorem 3.1’in kosullar1 altinda, X(t) siirecinin
ergodik dagilimi, a — oo iken, [0, a] araliginda Diizgiin dagilima

denktir, yani Qy(x)~x/a’dir. =




2019

4. GAMMA MUDAHALELI
ODULLU YENILEME SURECI
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W, (t) = )?; {n € Gamma(a, 1) = G, ;(x);

Qw (x) = PiW,(8) < x}
Teorem  4.1: Baslangic  rasgele  degiskenler  dizisi

1,10, ¢ )1, n = 1 igin ek olarak asagidaki kosullar saglasin:

1) 0 < E({y) <0,2) E(ny) > 0,3) E(n{) < oo,
4) nq,aritmetik olmayan bir rasgele degiskendir.
5) ¢; rasgele degiskeni (a,A),a > 0,4 > 0 parametreli Gamma

dagilimina sahip olsun.
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% Bu takdirde, @ > 1 i¢in A — 0 iken W, (t) siirecinin ergodik

dagilim fonksiyonu i¢in asagidaki asimptotik a¢ilim yazilabilir:

-

Qu, (1) = Ry (%) + 5—— (61 (x) = Ry (x)) A + 0(A).

Zmla

4
% Burada m, = E(n}), k = 1,2; Ro(x) == [ (1 = o1 (D)) dt;

Go1(x) = F(a)f t@le~tdt “drm.
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Teorem 4.2.Teorem 4.1’in kosullar1 saglansin. Bu takdirde, her

x =0 ve a>1 i¢in W, (t)sirecinin ergodik dagilim fonksiyonu,

R, (x) dagilim fonksiyonuna yakinsamaktadir:

QWA (X) /E)) Ra (X)
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5. GENEL MUDAHALELI ODULLU YENILEME SURECI
ICIN ASIMTOTIK YAKLASIM
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Teorem 5.1:Asagidaki kosullar saglanmis olsun:

(Dm(0) = 0; ()m, = EMmi) < +oo; (HHEQTT) < 4o
Bu takdirde, X(t) siirecinin n. ergodik momentinin A — oo iken,

asimtotik ac¢ilimi asagidaki gibidir:
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Not 1:

katsayisi, (,, rasgele degiskenlerinin olusturdugu yenileme
surecinin  kalan Omrinin limit dagilimmmin n. momentini

gostermektedir.
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Ornek 5.1: Kesikli sans karisimli miidahaley1 ifade eden (,,

rasgele degiskeni [0,1] araliginda Diizglin dagilima sahip olup,
s =0, A =S olsun. Bu durumda, (s,S) tipli envanter modelin n.

ergodik momenti i¢in S — oo asimtotik ag¢ilim asagidaki gibidir:

2n S
n+1)(n+2)
+o(S™ ).

n—1

E(X") =

S" 4+ cmy

n+1)(n+2)
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Not 2:

2
n+1)(n+2)

|\

katsayisi, [0,1] araliginda Diizgiin dagilima sahip rasgele
degiskenlerin olusturdugu yenileme siirecinin kalan omriiniin limit

dagiliminin n. momentlerini ifade etmektedir.
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6. TUTAN BARIYERLI RASGELE YURUYUS SURECI

X(t)

Y, (t) = — px () = tll)r?o E(exp(iaX(t))) ;

@y(c) = lim E(expilia, (1))

Teorem 6.1. Ergodik Teoremin kosullar1 saglanmis olsun. Bu

takdirde, Y, (t) siirecinin ergodik dagilimimmin karakteristik
fonksiyonu, A — oo iken, asagidaki limit karakteristik

fonksiyonuna (¢gy(a)) yakinsar, A = oo iken;

p7 (o) — 1
iaE({7)

Py () = @o(a) = ,a % 0
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< Burada ¢, (a), ¢jrasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu;

E({;) ise {;'in beklenen degeridir.
Ispat 6.1:

1 f i Ponan C0O 1
E(N;(AG;)) + K P (—a) — 1

7=0

px (a) = dm(z)

00)

| e g, (0dn@, @€ R\(0)

z=0

X K
E(N;(AG;) + K

F(0) — F(—2z)
F(0) °

P{(, <z} =7(z) = F(z) = P{n, < z}.
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Onerme 6.1. @, (o) bir karakteristik fonksiyonudur.

Karakteristik fonksiyonlarinin bire-bir 06zelligine gore (bkz.,

Lukacs (1970)), bu o demektir ki,

P () — 1
iaE(C;)

Po(a) =

Ifadesi G(x) dagiliminin karakteristik fonksiyonudur. m
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Teorem 6.2.Y, (t) stirecinin ergodik dagilimi Qy(x), A — oo iken

G(x) dagilimina zayif yakinsar, yani her x > 0 i¢in:
lim Qy(x) = G(x)

olur. Burada

X

j 1—1‘[Z(Z) d(z)

0

G(x) =

E(C;)

dagilim fonksiyonu, {(,} dizisinin Urettigi yenileme siireci icin

""Kalan Omriiniin"' limit dagilimidir.
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F(0)—F(-2)
F(0)

Sonu¢ 6.1: m(z) = esitligi G(x) icin yukarida elde

edilen ifadede yerine yazilirsa asagidaki sonug elde edilir:

G(x) = — , x=0.m
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